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Resumo: Este trabalho tem como objetivo analisar a
estabilidade do sincronismo entre bursting neuronais
caoticos obtidos a partir de modelos de Hindmarsh-Rose
com acoplamento resistivo e unidirecional. Tal analise,
que se insere no contexto do calculo dos expoentes de
Lyapunov condicionais, ¢ realizada aqui através de um
método alternativo e especialmente adaptado para este
propdsito. A proposta se caracteriza pela ndo exigéncia
da linearizagdo das equagdes de estado, o que a torna
mais conveniente quando modelos ndo suaves ou mesmo
de descricdo matematica complexa sdo considerados.
Mostra-se que bursting cadticos partindo de condigdes
iniciais distintas podem sincronizar a partir de um valor
critico de acoplamento, o que ¢ confirmado tanto pelo
maior expoente de Lyapunov condicional como pela
evolugdo temporal do erro entre as dinamicas. Tal
abordagem se consolida como uma relevante ferramenta
no estudo do sincronismo entre osciladores nao lineares,
um fenémeno crucial para a emergéncia de padrdes
organizados e para o processamento da informagdo em
sistemas neuronais.

Palavras-chave: bursting neuronal, caos, sincronismo,
expoentes de Lyapunov condicionais, modelo de
Hindmarsh-Rose.

Abstract: This work aims to analyze the stability of the
synchronism  between chaotic neuronal burstings
obtained from Hindmarsh-Rose models under a resistive
and unidirectional coupling. Such analysis, which is
formalized with the aid of conditional Lyapunov
exponents, is performed here considering an alternative
approach. The strategy avoids the linearization of state
equations, which it is convenient when non-smooth or
even models with complex mathematical description are
considered. In the scenario analyzed here, it is shown that
chaotic bursting starting from different initial conditions
can synchronize for a critical coupling value, which is
confirmed both by the largest conditional Lyapunov
exponent and the time evolution of the error between the
neural oscillators. This approach establishes an
important tool for the study of synchronization, a crucial
phenomenon for the emergence of organized patterns and
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information processing in neuronal systems.

Keywords: neuronal bursting, chaos, synchronism,
conditional Lyapunov exponents, Hindmarsh-Rose
model.

Introducao

O bursting neuronal define um padrao particular de
disparo de potenciais de a¢do (PAs) caracterizado por
periodos quiescentes (siléncio elétrico) intercalados por
trens de PAs [4]. Tal comportamento oscilatorio
desempenha um importante papel na formagao das redes
centrais geradoras de padrdes — i.e. redes neuronais de
comportamento ritmico sem realimentagdo sensorial [1]
— ou mesmo na formagdo de codigos neuronais
fundamentais para a regulagdo de processos fisiologicos
[3].

Um dos aspectos mais interessantes e relevantes para
o processamento da informacdo em sistemas neuronais
consiste na emergéncia de padrdes sincronos nas suas
respectivas redes mediante uma entrada externa. De fato,
o sincronismo em osciladores ndo lineares se caracteriza
como um fendmeno universal para auto-organizacdo de
processos, e, no caso das redes neurais bioldgicas, se
estabelece por meio dos acoplamentos entre células
“ajustados” ao longo do processo evolutivo [8].

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo
estudar o sincronismo no modelo neuronal de
Hindmarsh-Rose [2], um dos mais emblematicos na
analise de bursting neuronal, por meio de ferramentas
comuns a analise de estabilidade de sistemas dinamicos
ndo lineares [5]. No estudo, empregar-se-4 um método
recentemente proposto pelos autores [9] para analisar a
estabilidade do sincronismo por meio do célculo dos
chamados expoentes de Lyapunov condicionais [7]. O
método, que pode ser visto como uma extensdo do
método das dindmicas clonadas (ClDyn) [10], ¢
particularmente util no contexto de modelos dindmicos
dotados de descontinuidades ou de dificil manipulagéo
matematica.
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O trabalho estd organizado da seguinte forma: a
sessdo Materiais e Métodos apresenta do modo sucinto o
modelo de Hindmarsh-Rose, o método ClIDyn e o sistema
de equacdes diferenciais associado ao erro entre
dindmicas neuronais. A sessdo Resultados ilustra a
coeréncia da proposta na avaliagdo do sincronismo,
enquanto que as sessdes Discussdo ¢ Conclusdo resumem
os principais aspectos da abordagem e suas implicagdes
respectivamente.

Materiais e Métodos

A geracdo de burstings neuronais tem sido
extensivamente estudada no contexto do modelo
neuronal de Hindmarsh-Rose, o qual estabelece uma
variavel de estado adimensional para o potencial de
membrana (x(f)) e outras duas (também adimensionais)
associadas aos fluxos i6nicos rapidos (y(¢)) e lentos (z(?)).
Essas variaveis se relacionam de forma ndo linear na
composicdo do potencial de membrana, o que pode ser
traduzido pela seguinte dinamica [2]:
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onde a, b, ¢, d, s, r, x: e I sdo parametros do sistema, que,
dependendo dos valores adotados, permitem simular um
vasto conjunto de comportamentos dindmicos
topologicamente equivalentes aos observados no ambito
experimental. Isso faz do modelo HR um dos mais
emblematicos no estudo qualitativo do fendmeno de
bursting neuronal [1,4]. Por exemplo, a Figura 1 ilustra
um tipico comportamento cadtico do potencial de
membrana - i.e. aperiddico e com sensibilidade em
rela¢do as condigdes iniciais - obtido quando a = 1, b =
3,c=1,d=5,r=0.006,s =4, x,=-1.56 ¢ [ = 3. Tal
comportamento pode ser facilmente modulado tomando
a estimulagdo externa (variavel I) como um parametro de
controle.

Observa-se na Figura 1 um tipico comportamento
complexo com periodos quiescentes e spike trains de
duracdo irregular. Curiosamente, mesmo apresentando
sensibilidade em relagdo as condigdes iniciais e
comportamento aperioddico, sistemas neurais podem
sincronizar mediante acoplamento fraco, o que pode ser
estudado de forma mais criteriosa no contexto dos
chamados expoentes de Lyapunov condicionais.
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Figura 1: tipico bursting neuronal cadtico produzido pelo
modelo de Hindmarsh-Rose.
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Do ponto de vista pratico, os expoentes de Lyapunov,
definidos como a taxa de divergéncia média entre
condigdes inicial proximas no espaco de estados, podem
ser calculados por meio do método do mapa tangente
(TanMap) [6]. Nesta abordagem, dado um sistema
dindmico n-dimensional F(x,f) e uma matriz identidade
I, também n-dimensional, podem-se obter os expoentes
de Lyapunov por meio das expansdes (ou contragdes)
provocadas pelas sucessivas aplicagdes do mapa tangente
as colunas de I,. Mais especificamente, os eixos
principais do mapa tangente correspondem ao sistema
linear subjacente a dindmica obtido para cada instante de
tempo tal como definidos pela solucdo das equagdes
variacionais ®(x,f) expressas por:

@

onde J(x,f) ¢ a matriz Jacobiana de F(x,?). Detalhes em
relacdo ao calculo envolvendo essa abordagem podem
ser encontrados em [6,10].

Alternativamente, podem-se calcular os expoentes de
Lyapunov a partir da teoria de perturbacdes tal como
definido pela esséncia da abordagem ClDyn [10]. Tal
abordagem consiste em estimar os expoentes de
Lyapunov a partir da obtencao de vetores diferencas de
estado entre copias (ou clones) x. = F(x.,t) da
dindmica original com i = 1, 2, -+, n infinitesimalmente
perturbadas em diregdes linearmente independentes.
Assim, apés um determinado intervalo de tempo, pode-
se avaliar a divergéncia no espago de estados por meio de
pa® vetores diferencas de estados (considerando as
devidas  corre¢des numéricas fornecidas  pela
ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt [9]), fornecendo os n
expoentes de Lyapunov apds a k-ésima iteragdo (indice
superescrito) na forma:

D(x,1) = J(x,)D(X,1) »

)
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5){0

k
PRI N A 3)
kT 53

onde T ¢é o intervalo de integragdo das dinamicas e dy a
magnitude da perturbagdo inicial. Esta abordagem se
caracteriza pela ndo exigéncia da lineariza¢do do sistema
e solucdo das equagdes variacionais, o que se torna
conveniente para modelos complexos e, eventualmente,
com entradas nao suaves [10].

Como uma extensdo natural do desenvolvimento
apresentado em [10], mostra-se aqui que a abordagem
CIDyn pode também ser utilizada para a analise de
estabilidade do sincronismo entre sistemas dinamicos
ndo lineares, tal como introduzida por [7] no ambito dos
expoentes de Lyapunov condicionais utilizando o mapa
tangente. Para tanto, considere um segundo sistema
dindmico neuronal idéntico ao sistema definido em (1) e
acoplado de forma unidirecional a este por meio da
diferenca entre os potenciais de membrana, i.c.:

. 3 2
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onde x; ¢ o potencial de membra do sistema introduzido
em (1) e a é o acoplamento entre as dindmicas (1) e (4).
Assim, a dinamica do sincronismo pode ser analisada por
meio da dindmica da diferenga (ou erro) entre as variaveis
de estado e, =x; —x, =X, , =Yy, =Y, =Y, €
e; =2z, — 2z, = z,, sendo as equagdes diferenciais do
erro facilmente obtidas por meio dessas equagdes a partir
da diferenciagdo membro a membro:

é=e,—a(x’ —(x,—¢))+...
Hb(x = (x,—e))—e, —ae (5)
€ = _d(x12 —(x—¢))-e

e =r(se —e)

Neste caso, o sistema (5) apresenta uma mudanca de
coordenadas de x,y e z para x,,y, e z,definindo a
dindmica do erro equivalente a variedade (manifold)
transversa ou também chamada variedade de
sincronizacdo, ja que, neste sistema de coordenadas, a
condi¢do de sincronismo se vincula a um ponto de
equilibrio (0,0,0) na dindmica do erro [7]. Assim, a
analise de estabilidade deste ponto reflete a propria
estabilidade do estado sincrono entre os sistemas (1) e (4),
sendo os expoentes de Lyapunov associados a essa nova
dindmica denominados condicionais ou condicionados,
pois dependem ndo apenas das varidveis erro, mas
também das variaveis de estado do sistema emissor (1).
Neste caso, a presenca de pelo menos um expoente
positivo indica a auséncia de sincronismo, enquanto a
ocorréncia de todos os expoentes com sinais negativos
apontam  para um ponto fixo estavel, e,
consequentemente, sincronismo completo entre os
sistemas. E importante ressaltar que os expoentes de
Lyapunov condicionais refletem exclusivamente a
estabilidade do sincronismo e ndo se relacionam com o
comportamento individual das dinamicas.

Resultados

Com o intuito de ilustrar o fendmeno de sincronismo
neuronal e a evolu¢do da dindmica do erro tal como
apresentada em (5), considere o sistema neuronal
definido em (4) acoplado a dindmica dada em (1), com os
mesmos parametros da simulag@o da Figura 1 e com um
fator de acoplamento de a = 0.95. Considere ainda que
esses sistemas neuronais possuem condigdes iniciais
distintas e definidas aleatoriamente no intervalo [0,1].
Observa-se, nessas circunstancias (Figura 2), que ambas
as dindmicas apresentam solucdes caodticas, e, apesar da
classica divergéncia em relacdo as condigdes iniciais
apresentada por este comportamento dindmico, tem-se a
sincroniza¢do entre os sistemas neuronais (painel
superior) apds um transitorio. A sincronizagdo também é
indicada pelo comportamento do erro entre as respectivas
variaveis de estado (painel inferior) com convergéncia
para zero ap6s um transitorio. Nesta simulag@o, a medida
de erro foi construida a partir da soma dos moédulos dos
erros individuais. O comportamento sincrono entre os
osciladores neuronais e a convergéncia para erro nulo se
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manifesta através de um espectro de Lyapunov
condicionais com todos os seus elementos negativos, ou
mais precisamente [Aci A Acz] = [-0.0003, -0.0045, -
9.6025].

Além de permitir a avaliagdo do sincronismo para
configuragdes especificas de acoplamento ¢ das
dindmicas individuais, pode-se ainda inspecionar a sua
estabilidade mediante a variagdo progressiva do
acoplamento entre as dindmicas, o que se torna
conveniente para entender as transi¢oes de fase em
sistemas mais complexos quando a diferenca entre
osciladores ¢ considerada.

A fim de ilustrar este aspecto, a Figura 3 mostra a
evolucdo do maior expoente de Lyapunov condicional
(expoente que indica essencialmente a estabilidade do
sincronismo) quando o acoplamento em (4) ¢ tomado
como parametro de controle (painel superior), bem como
o valor do erro médio para os tltimos 1000 s (painel
inferior). Observa-se claramente que ha coeréncia entre a
convergéncia para erro nulo com valores negativos para
o maior expoente de Lyapunov condicional. Observa-se
ainda que, para uma extensa faixa no dominio de
acoplamento analisado, tem-se a auséncia de sincronismo
entre os osciladores.

E interessante observar na figura que, ndo
necessariamente, um incremento no acoplamento implica
em uma situacdo mais favoravel ao sincronismo em um
primeiro momento. De fato, observa-se que, para o
aproximadamente igual a 0.5, tém-se maiores valores
para o maior expoente condicional, enquanto, a partir
0.95, observa-se uma transi¢do de fase do erro,
convergindo para zero e sincronizando as duas dinamicas
quando o acoplamento ¢ aumentado. O decréscimo do
expoente a partir deste acoplamento indica uma rapida
convergéncia para o estado sincrono entre os osciladores
neuronais em regime permanente, informagdo essa que
ndo ¢ capturada pela medida de erro.
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Figura 2: painel superior — curso temporal do potencial
de membrana x; e x, com a = 0.95; painel inferior —
evolugdo temporal da soma dos mddulos dos erros entre
os osciladores neuronais.
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Figura 3: painel superior - evolugdo do maior expoente

de Lyapunov condicional; painel inferior — evolugéo do

do erro médio para os Gltimos 1000 s sobre o fator de

acoplamento.

Discussao

No presente trabalho, foi proposto o uso de um
método alternativo para calculo dos expoentes
condicionais de Lyapunov, tendo em vista a analise de
osciladores neuronais exibindo bursting cadticos
acoplados de forma unidirecional. Mostrou-se que a
metodologia apresenta coeréncia com a evolucdo
temporal do erro entre as dinadmicas ¢ ¢ informativa em
relagdo a convergéncia ao estado sincrono em regime
permanente.

Conclusao

A proposta aqui apresentada abre a perspectiva para
multiplos cenarios de analise, como, por exemplo,
neurdnios com entradas periddicas distintas e ndo suaves,
alvo de dificil tratamento na abordagem cléassica
(TanMap) e certamente um seguimento natural deste
trabalho. Por fim, espera-se com esta contribuigdo a
introdu¢do de uma nova ferramenta para a analise da
estabilidade do sincronismo em sistema neuronais, o que
se insere com um topico de extrema importincia na
neurociéncia computacional.
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